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Kontakt

* Jan Trejbal
* jan.trejbal@fsv.cvut.cz
* A-623
* Konzultacni hodiny: pondéli 12:00-13:30
* http://people.fsv.cvut.cz/~trejbjad/index.html

e Petra Ticha
e petra.ticha@fsv.cvut.cz

* A-622
* Konzulta¢ni hodiny: ¢tvrtek 11:00-12:00
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Podminky k ziskani zapoctu

e Dochazka
* Absence dopredu pisemné omluvené (E-mail)
* Kazdy musi namérit vSechny ulohy
* Nepritomnost nutno nahradit

* Projekt
* Vypracovani a zpracovani projektu ve skupinach (2- az 3-¢lenné)
* Odevzdanido 4. 11. 2024
e Zadani bude poslano

* Laboratore
e 8loh
* Meéreni fyzikalnich veli¢in
* Nameérena data a zakladni vypocCty nutno schvalit cviCicim pred odchodem
* Vypracovani a odevzdani protokolu za skupinu, vidy do nasledujici hodiny
» Student musi byt na hodinu pripraven
* http://departments.fsv.cvut.cz/k102/bakalarske-studium/Fyzika%201G?podklady-cviceni



http://departments.fsv.cvut.cz/k102/bakalarske-studium/Fyzika%201G?podklady-cviceni

Harmonogram

+ Teoreticky tvod m

e Laboratore Uvodni hodina, podminky ziskdni zdpoctu, bezpeénost v laboratofi,
administrativa.

Aplikovana matematika ve fyzice (diferencialni a integralni
pocet, vektorovy pocet, zaklady numerické matematiky,

derivace a integraly zakladnich funkci).

3.10.-17. 10.
Projekt.
Zaklady zpracovani fyzikalnich méreni (odhad skutecnych
hodnot méreni a odhad nejistot, prezentace vysledk).
—12. 24.10.-12.12. Méreni laboratornich tloh (7-8 uloh)
19. 12. Hodnoceni, zdpocty, rezerva.

http://people.fsv.cvut.cz/~trejbjad/files/102FY 1.pdf



http://people.fsv.cvut.cz/~trejbja4/files/102FY_1.pdf

Laboratore

o
>

Méreni hustoty pevnych latek a kapalin

eni mérné tepelné kapacity latek

v
;
Méreni soucinitele délkové teplotni roztaznosti
Méreni momentu setrvacnosti

Méreni elektrického odporu

Méreni kapacity kondenzatoru

Studium harmonického pohybu

0 N O VA WN R S

Stanoveni modulu pruznosti v tahu z prihybu tyce

http://departments.fsv.cvut.cz/k102/bakalarske-studium/Fyzika%201G?podklady-cviceni
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g Literatura

Toman J., Semerak P., Fyzika 10 — Praktickd cvi¢eni, Nakladatelstvi CVUT, 2001.
Semerak P., Aplikovana fyzika, Ceska technika, 2009

http://webfyzika.fsv.cvut.cz/

Pokorny P., Metodika zpracovani fyzikalnich méfeni, FSv CVUT,

http://departments.fsv.cvut.cz/k102/sites/default/files/k102/vyuka/predmety/soubory/Metodika
zpracovani fyzikalnich mereni.pdf
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E BOZP v laboratori

Dodrzovat bezpecnostni pokyny, poradek, Cistotu

Dbat pokyn( cviciciho

Elektronicka zarizeni zapojovat az po odsouhlaseni a pod dohledem vyucujiciho
Neotvirat elektrické rozvodny

Neopoustét laborator bez oznameni

Zakaz koureni, jezeni, pozivani alkoholickych ndpoju, prace pod vlivem alkoholickych napoju
a jinych omamnych latek

Skody vzniklé nedbalosti, neopatrnosti nebo porugenim pokynd musi vinici nahradit
obstaranim nahrady, pripadné zaplacenim (zpUGsob urci ucitel nebo vedouci laboratore)

Upozornovat na zavady, nahlasit zranéni

I:I—__—
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2. cviceni




g Aplikovana matematika ve fyzice

Matematika:

Exaktni véda, umély formalni jazyk s platnym kategorickym pozadavkem exaktni interpretace vsech
jazykovych konstrukci. Z formalniho hlediska se zabyva kvantitou, strukturou, prostorem a zménou.
Fyzika:

Exaktni véda, ktera zkouma zakonitosti prirodnich jevu. Pro praktické reseni problémi vyuziva
nastroje matematiky zalozené na exaktnich dikazech.

E—I__—



g Vysokoskolska fyzika a matematika

Priklad:

Lokomotiva se rozjizdi z klidu se zrychlenim, které rovnomérné roste tak, ze po 2 minutach zrychleni
dosahne hodnoty a=0,4 ms=. Urcete jeji rychlost v a urazenou drahu s v tomto case, jestlize se
pohybuje primocare.

(v=24 ms?, s =960 m)

Sada jednoduchych vzorct uz nestacdi, nutno pracovat s diferencialnimi rovnicemi.

S v
vxt axt
ds dv
_ 2@ il () -
v(t) - dt a(t) - dt

L T



Zaklady vektorového, maticového, diferencialniho
g a integralniho poctu

Vektory
Matice

Derivace

Integraly




Zaklady vektorového poctu

e Kartézska souradna soustava
* Pravouhla
* Pravotodiva
* Vektor je popsan tfemi praméty a,, a,, a, do soufadnych os a ortogonalnimi vektory baze

Vektor: d = (ay, ay, ay) = a,l + a,j + azk

Velikost vektoru: a= \/a,zc + a32, + a?

Vektory baze:  7=(1,0,0), [=1(0,1,0), k= (0,0,1)

Polohovy vektor: r=v,z)=xt+y/+ zk

y Z
coso = —, cosf3 =-—, COSY = —
r T




g Zaklady vektorového poctu

» KrivoCaré souradné soustavy
e Sférické
e Vialcové
* Eliptické

7= (x,v,2) =xi +y] + zk
X = rsindcos @
y = rsindsin @

Z =71 Ccosd

Z . y
cos{)=;, sm(p;, cos @ =

L T




e Skalarni soucin dvou vektoru

* Vysledkem je skalar = Cislo

g Zaklady vektorového poctu

S=(a- B) = ayby +ayb, +asb, = Z a; by,

* Vektorovy soucin dvou vektor(

* Vysledkem je vektor, kolmy na oba vektory

U
c=axb=|a, a,
b, b,

k
aZ
b,

¢ = iayb, + ja,by + ka,b, — ka,b, — ia,b, — ja,b,

¢ =ayb, —a,by,

asz - axbz:

Ay by — Ay by




g Zaklady vektorového poctu

* Dvojnasobny vektorovy soucin
ix(bxé&) =b(@-&) —é(d-b)
e Smiseny soucin vektor(
Ay Ay 0y

i-(bx¢)=|bx b, b, i-(bxé&)=b-(@xd)=¢-(dxb)
Cx Cy (g

e Tenzorovy soucin vektor(
* Vysledkem je matice

Axby ayxby, ayb,
¢=d®b=|aybe a,b, a,b,
a,b, ayb, a;b,

L T



g P¥iklady

Vypocitejte velikost vektoru a = [6, 4, -1]

Uréete skalarni souéin vektortia=[2,3,-3]ab =17, -1, 0]

Uréete vektorovy soucin vektoria=1[4,6,-1]ab=[2, 1, 2]

Vypoctéte dvojnasobny vektorovy soucin vektoria=1[2,1, 1], b=10, 2,-1]ac=1-1, 3, 3]

-
¢ = ayb, —a,b,, a,b, — a,b,, Axby — ay by

dx(bxé) =hb(-&)—é(d-b)

L T



g Maticovy zapis vektoru

* Matice je obdélnikové schéma zapisu urcitych element( — prvkd

A,
a2,1

!
a2,2

~ [bl

b2

b, T



g Maticovy zapis vektoru

* Pomoci vektorového (maticového) poctu lze velmi snadno obecné vyjadfrit a resit radu praktickych
problému.

* Aparat maticového a vektorového poctu umoznuje velmi rychle resit napr. slozZité soustavy rovnic,
geometrické ulohy, apod.

* Vektorovy zapis a vypocty jsou nezavislé na poctu dimenzi (stejny zapis a pravidla pocitani pro 2D
rovinny pripad nebo 3D prostorovy pripad problému).

E—I__—



Zakladni maticové operace

&1 A, o Ay b1,1 b1,2 bl,N I a1,1"'b1,1 a1,2+b1,2 AR +b1,N |
A _ 81 @y Ay b2,1 bz,z bz,N _ a2,1"'bz,1 a2,2+b2,2 AP RY +b2,N
+B=| . S S S .= . . .
_aM,l Ayo aM,N_ _bM,l bM,Z bM,N_ _aM,1+bM,1 aM,2+bM,2 aM,N+bM,N_
A+B=B+A
* Nasobeni skalarni velicinou
TR ay | [ kay  ka, kay y |
KA = k 81 8y aZ:,N _ katz,l ka:z,z ka.Z,N . KA = Ak
YRRV au N | kaM 1 kaM 2 kaM N
* Nasobeni matic
ETRCT ay [ b by, |
A.B= 81 Ay N b?,l b, b,

:{ai,lbl,j + ai,zbz,j R ai,NbN,j}i,j




g Zakladni maticové operace

e Skalarni soucin v maticové forme

a=[a a, - aM]T’ b=[b, b, -- bM]T

by
skalarnis.
ZZ’F): @T_,b =la, a, - ayl b:z =a1bl+a2b2+”'+aMbM=iaibi
maticové nasobeni . i=1
_bM i




Zakladni maticové operace

* Priklad: vyres nasledujici soustavu rovnic

2x+y+3z—2w = -6

(2 1 3 =2 [ —6 ] Ed [—11,5]
dx+3y+z—-—w=-2 4 3 1 <1 | -2 y 113,75
xX+y+z+w=-5 A=17 1 1 1 b= 5 S T 2,25

—2x —2y —2z+2w=-10 -2 -2 -2 2 | —10] | W] | 9
Az = b
r=A"1b

Inverzni matice k matici A

* Funkce v Excelu
* INVERZE (vrati matici inverzni k pavodni matici)

* SOUCIN MATIC (po zadani poli dvou matic provede jejich souéin)
* Klavesova zkratka CTRL+SHIFT+ENTER provede zadany prikaz do vice bunék




g Zakladni maticové operace

3. cviceni




Zaklady diferencialniho poctu

e Derivace

* Okamzita zména zavislé proménné vzhledem ke zméné proménné nezavislé

* Pro funkci jedné proménné je derivace funkce v libovolném bodé (pokud existuje) rovna smérnici te¢ny ke grafu funkce
v tomto bodé.

* Priklad: okamzita rychlost hmotného bodu = zména polohy v zavislosti na ¢ase

y=f(x) f(x) = 0.1x°
dx = 0.99, dy/dx = 1.2, f(1.5) = 0.68
yI: f’(a):“m f(a+h)_ f(a) —lim f(X)_ f(a)
h—0 h X—a X—a Sel
2t
ty A f(X)
f h é‘lﬁ
AT
. | "
i i 0.5
°® i &—» +X
0 a a+h 0




g Zaklady diferencialniho poctu

* Okamzita rychlost
*Y,

v(t,) B Ar=r(t,)-rt), At=t,—t,

A - - —_—
V(tl) = lim £ =lim M

A—0 At oY tz _tl
r(t,)

r+X




g Zaklady diferencialniho poctu

e Derivace zakladnich funkci

(x")'=mx"*, x>0; (XMW =mm-1---(Mm-n+)x™", x>0, neN
(sinx)' =cosX; (sin x)™ :sin(x+n7nj
(cosx)' =—sinx; (cosx)™ = cos(x + %ﬂ

(@) =a*lna, a>0; (@)™ =a*(Ina)", a>0

(eX)rzex ; (GX)(n) =ex

NI
(Inx)’=£, X >0 (Inx)(“)=(—1)”‘1—(n nl)', X>0
X X

* Algebraicka pravidla
f(x), gx), {ab}eR

(af +bg)' =af'+bg" — (af) =af', (f+g)=f"+¢’

(fg)= g+ fg'
(iJ:fglfg', 90
g g
] F)=h(@(x) — f'(x)=h"(g(x)-9'(x)

E ...dale viz Matematika



g Zaklady diferencialniho poctu

* Derivace soucinu

das da
[S(t)a(t)] —a +S—
t dt
di- _db
[a(t)b(t)] —b +d—
d¢

[a(t) x b(t)] = ;xb+&x%

dy

» Diferencial soucinu
* Umoznuje urcit, jak se zméni vysledny soucin pfi malé zméné dil¢ich veli¢in

—

dla(t)b(t)] = dd b +d-db

] dld(t) x b(t)] = dd x b + @ x db

L T




g Zaklady diferencialniho poctu

* Priklady: vypocitejte derivace nasledujicih funkci podle proménné x:

f(x)=2+x+ 4x* —5x7, g f(x)=tanx,

a.
b. f(x)=(1+x+3x%)’ h. f(x)=cosxtan’x,
c. f(x)=2sinx—5cosx, 1. f(x)=2e",
d. f(x)=sin’x+sin2x, i flx)=e",
y 3x+x° +2x k. f(x)=(2e)°,

e, flo=TTE T2 to=ee)

3+x . f(x)=5Inx-3x,

Fax ) m. f(x)=10(Inx)".
ISVACY =( b J :

3+Xx"+x

https://calculator-online.net/cs/derivative-calculator/

https://www.wolframalpha.com/

L T



https://calculator-online.net/cs/derivative-calculator/
https://www.wolframalpha.com/

Zaklady diferencialniho poctu

 Parcialni derivace funkce vice proménnych

* Derivuji se podle vybrané proménné, ostatni se uvazuji jako realné konstanty

\4 s a
* /naceni &y
dx

f(x,y)=3x+xy — Z—f:3+2xy, ﬂ:x2
X

f(mt)=msin2t — ﬂ=sin2t, ﬂ=2mcosZt
om ot

 Gradient

* Vektor, jehozZ prvky jsou parcialni derivace skalarni funkce podle jednotlivych proménnych
* Vektor sméru maximalni prostorové zmeény prostoroveé veliciny

F(x,y,2)

gradf (x,y,z) =Vf(x,y,2) :{

of of of
ox oy oz




g Zaklady diferencialniho poctu

* HamiltonOv operator (nabla)

* Symbolicky diferencialni operator, ktery umoznuje zjistit zménu dané veliCiny v zavislosti na prostorovych souradnicich
X,z

vetl 7 L7 f
“lox 1oy T "6z
* Laplacellv operator
2 62 62
A=V2=V.V= — + —+




Zaklady diferencialniho poctu

* Totalni diferencial
UmozZnuje urcit, jak se zméni vysledna velicina, ktera je vypoctena pomoci nékolika dil¢ich parametr(, v zavislosti na

zméné nékterého z téchto parametrli o malou hodnotu

* Aplikace pro funkce nékolika proménnych
* V experimentalni fyzice se pouziva pro charakterizaci vlivu chyb méreni dil¢ich parametr( na vysledné hodnoty

f(x) = 0.1x°
dx = 1.00, dy = 0.68
f(x + dx) = 1.56, f(x) + dy = 1.01, e = 0.55
3 T T r




g Zaklady diferencialniho poctu

* Totalni diferencial — fuknce jedné proménné
* Spojita funkce f(x), na okoli x existuje jeji derivace

fx+dx)=f(x)+dy+e

f(x)= % = tana
dy = f'(x) - dx

N

Totalni diferencial

v




g Zaklady diferencialniho poctu

* Totalni diferencial — fuknce vice proménnych

flxy +dxy,x, +dxy,...) = f(x1,%5,...) +dy; +dy, + -+ e
= f(x) + grad[f](xy,x,,...) dx + e

f(x,y) = -0.3(x? + y?), dx = 1.00, dy = -1.50, dz = -1.50
f(x +dx, y + dy} = -3.07, f(x,y) + dz = -2.10, e = 0.98

dyj = f'xi(x1, %2, ) - dx;

l

dy = ax gt gy =y d
y_axl xl axn xn_ f(x) X
dy dy
Vflx) = (le' ""axn)

\ Gradient funkce

L T




* Je-li vysledna velic¢ina popsana spojitou funkci, pro kterou existuji vdaném bodé derivace,
muUzeme k uréeni jeji zmény, v pripadé zmény hodnoty nékterého z dil¢ich parametri smérem od
daného bodu, vyuzit v prvnim priblizeni totalni diferencial.

* Mala zména smérem od spravné hodnoty = chyba méreni.

« Totdlni diferencial Ize pouzit napriklad k charakteristice vlivu chyb méreni dil¢ich parametrl na
vysledné hodnoty experimentu.

I:I—__—



g Zaklady diferencialniho poctu

* Priklad: jak se zmeéni objem a povrch valecku, jestlize je jeho polomér podstavy r méren s chybou Ar a
vyska h s chybou Ah? Predpokladejme, ze obé chyby jsou dostatecné malé.

Povrch Objem
%—/
§=S5y+AS V="V,+AV
S = 2nrh + 2mr? 4+ AS V =mnr*h + AV
dy = f'(x) - dx
dS dS oV 1914 5
- AS = — Ar + —Ah = (2rth + 4nr)Ar + 2nrAh AV = — Ar + — Ah = 2ntrhAr + ntr#Ah

or oh or oh

L T



g Zaklady diferencialniho poctu

* Diferencial vektoru
* Ve fyzice Casto veliCiny zavisi na jinych veli¢inach a pro zménu vektorové funkce skalarniho argumentu plati:

dC_i(t) _ (dax day daz> . dax_) day_, dazl—(’
dt

dt ' dt ’ dt _dtlJr dt]+dt

|

dd = ida, +jda, + kda,

L T



g Zaklady integralniho poctu




Zaklady integralniho poctu

* Integral
* Zobecnéni pojmU jako plocha, objem ¢i suma

» Urcity integral Ize ve zjednoduseni chdpat jako symbolicky zapis souctu infinitezimalné malych elementt integrandu v
ramci danych mezi.

Urcity integral Neurcity integral
S=Tf(x)dx=F(b)—F(a) JF)dx=F(x)+c
AY
T TN
S
a b x




g Zaklady integralniho poctu

* Jednoduchy integral: plocha pod kfivkou — soucet element(l pod kfivkou

b
S = j f (X) dx Plocha infinitezimalné
a tenkého obdélnicku

dS = f (x)dx




Zaklady integralniho poctu

* Plosny integrdl: soucet elementl integrandu v ploSe — soucet pres plochu
* Objemovy integral: soucet objemovych elementtd — objem ohraniceny plochami

» Krivkovy integral: soucet element( po kfivce

ty dS = dxdy 4

dV = dxdydz |

v

> > +
0 +X /o i /o g

+X +X




Zaklady integralniho poctu

» Seznam zakladnich neurcitych integrald

Ode =c

adz =ax +c

1

n+1
n+1m

2 ide= +cprox > 0,n € R an # —1. Pro pfirozena n plati uvedeny vztah pro véechna .

dz =In|z|+cproz #0

efdx=¢e"+c¢
X

In(a)

a* dx = +cproa > 0,a #1

sinzdx = —cosx +c¢

/
/
/
s
/
/
/




g Zaklady integralniho poctu

* Vztah mezi derivaci a integraci

[ 14 d
y=1(x) > =f(x)=d—y
X

y' = f’(x)=% > [H()dx=F(x)+c

dy = f'(x)dx — j dy = j f'(x)dx

y=1+x> — y' =3x°
y' =3x* — I3x2dx=x3+c

a(t)=¥, dv(t) =a(t)dt, v(t) = [a(t)dt

I a(t) =a,, v(t):jaodt=aojdt=aot+c; t=0: v(0)=c=v, = V(t)=v,+a,t

L T




g Numericky vypocet derivace a integralu

* Numericky vypocet derivace Y.,

f(x + AX)

y = £ = lim T EFAO T _ i AY 9 Ay
Ax—0 AX Ax—0 AX = —|
CAX

Y ~ Ay 4._.
~— ® ® +X
AX 0 X X + AX

Pokud zname 3 ekvidistantni body

V'~ f(X+AXx)— f(x—AXx)
2AX
, T(X+AX)-2f(X)+ f(Xx—AX)
y = 2
AX

L T



Numericky vypocet derivace a integralu

* Numericky vypocet derivace

Numericka derivace

60,0
X f(x) =1+05¢  f(x)=x  Ay/Ax  (f(x+Ax) - (x - Ax))/(20%) —fix)=1+05x2
0 1.0 0 0.5 - 0,0 P
1 1.5 1 1.5 1
2 3.0 2 2.5 2 40,0 By/Bx
3 = > 32 3 =3 (f(x + AxX) - (x - AX))/(20%)
4 9.0 4 4.5 4 T 30,0
5 13.5 5 5.5 5 =
6 19.0 6 6.5 6 200
7 25.5 7 7.5 7
8 33.0 8 8.5 8
9 415 9 9.5 9 100 —
10 51.0 10 - -




g Numericky vypocet derivace a integralu

* Numericky vypocet urcitého integralu

* Jednoduchy integrdl: plocha pod kfivkou — soucet element( pod kfivkou

S =Tf(x)dXdeSi

0.154
* Metody:

* Obdélnikova 01

* Lichobéznikova

R

Simpsonova 005

e Gaussova '

0 0.2 0.4 06 0.8 1

X

L T




* Numericky vypocet urcitého integralu — lichobéznikova metoda
* Velmi jednoduchd a ucinna metoda (vzhledem k vypocetnim vykonim PC)

* Plocha mezi krivkou funkce f(x) a vodorovnou osou souradného systému se rozdéli na konecny pocet
lichobéznikd, jejich plocha je nasledné sectena:

b NCf(x )+ f(x 0
S:J.f(X)dXzZ (Il) ( ) X; 300 ¢
" i=1 250 —-x<7
200 |
~ 150 |
oL ) . 100 |
* Pro rovhomérné déleni osy x: 50
o , .
g 0 5 4 6 8 10
AX, = konst. = Ax = —= '

N
AXZ[f(x, 1)+f(X)]__|:f(Xo)+f(X )+22f(x)}

I:I—__—




Numericky vypocet derivace a integralu

e Ukazka aplikace numerického vypoctu integralu

* Celkové mnozstvi uvolnéného tepla pri hydrataci cementového pojiva
* (Jednotka popisujici kumulativni mnozstvi tepla neni radné upravena)

QD) = j a(®)dt

0.0030 - -
0.0025 -
- 0.006 —
— 0.0020 A 2
Y z
B o
= 0.0015 A - 0.004 =
= : —
0.0010 - =
L 0.002 ©
0.0005 -
0.0000 +- ; : : : 0.000




Numericky vypocet derivace a integralu

* Numericky vypocet urcitého integralu s :T () dx ~ ZN: f(x 1)+ F() 5,

a i=1

Numericky integral

ff(x)dx 200,0
f(x)
X f(x) =1+0,5x* Analyticky  Numericky 180,0
0 1.0 0 0 160,0 Integral analyticky
1 1.5 1.2 1.25 Integrdl numericky
2 3.0 3.3 3.5 1400
3 5.5 7.5 7.75 120,0
4 9.0 14.7 15 x
“= 100,0
5 13.5 25.8 26.25 ;
6 19.0 42.0 42.5 80,0
7 25.5 64.2 64.75
60,0
8 33.0 933 94
9 41.5 130.5 131.25 40,0
10 51.0 176.7 177.5 20,0




g Zaklady zpracovani fyzikalnich méreni

4. cviceni




Uvod do nejistoty

e Chyby méreni
+ Spatna kalibrace mé¥idla
* Poskozeni méridla
* Odecet hodnoty
* Manipulace se vzorkem a méfidlem
* Vily prostfedi na objemové zmény vzorku a méridla




Chyby méreni

* Hrubé chyby
* Chybny odecet hodnoty
* Chybny zapis hodnoty
e Zameéna jednotek
* Poskozeni méficiho pristroje

e Systematické chyby
 Spatna manipulace s méFicim pfistrojem
e Zanedbani okolnich podminek
* Konstrukéni nedokonalost pfistroje

* Nahodilé chyby
* R0zné hodnoty za stejnych podminek
* Preruseni méreni
* Reakéni doba experimentatora

* Malé zmény podminek (vnitfni zmény pfistroje)




Chyby méreni

* Hrubé chyby
* Chybny odecet hodnoty
* Chybny zapis hodnoty
e Zameéna jednotek

* Poskozeni méficiho pristroje

e Systematické chyby
« Spatna manipulace s méficim pfistrojem
e Zanedbani okolnich podminek
* Konstrukéni nedokonalost pfistroje

* Nahodilé chyby
* R0zné hodnoty za stejnych podminek
* Preruseni méreni
* Reakéni doba experimentatora
* Malé zmény podminek (vnitfni zmény pfistroje)

— Nutno ihned eliminovat

Casteéné potlaéit (opakovana méFeni, kalibrace
pfistrojl, pocetni korekce, ...)

Nelze eliminovat — odhad velikosti chyb, prifazuji se
- vysledkim méreni - statisticka analyza




E Systematické vs. nahodilé chyby




g Zakladni predpoklady prace s chybami

e Eliminace hrubych chyb

* Maximalni potlaceni systematickych chyb

* Vyskyt pouze nahodilych chyb

* Velké chyby jsou méne Casté nez malé

* Kladné a zaporné chyby o stejnych absolutnich hodnotach jsou stejné pravdépodobné
* Neexistuje bezchybné méreni

* Velikost nahodilych chyb je odhadovana pomoci statistického zpracovani

e Statistika urcuje, s jakou pravdépodobnosti bude v méreni chyba urcité velikosti

* Velikost chyb se vidy odhaduje

* Vysledek méreni zatizeni nahodnou chybou je tzv. nahodna velicina

* Nahodna veliCina se vyskytuje s urcitou pravdépodobnosti

I:I—__—




g Zakladni predpoklady prace s chybami

* Pravdépodobnost vyskytu nahodné veliciny
P(X, <X<X) =" f,(u)du

\ Hustota pravdépodobnosti ndhodné veliCiny

0.3




e Stredni hodnota

E Zakladni predpoklady prace s chybami

Teoretické hodnoty: i = 1.500, o = 2.000
Odhad z méreni: x =1.502, s = 1.996

u=E{x}=] uf,(u)du \

025

* Variance (rozptyl)

0.2

0? = Var{x} = E{(x —)?} = Jm(x - wWifiWdu

—
=

%_

011

* Smérodatna odchylka

o=+ Var{x} = \/E{(x — w2}




Struktura postupu pri experimentalnich mérenich

Soubor méreni

$

Odhad skutecnych
hodnot

¥

Odhad nejistot

Opakovana prima meéreni
vzdalenosti, uhli, teplot, tlakd,

Odstranéni (oprava) hrubych
chyb, zpracovani vicenasobnych
meéreni, vypocet zavislych
velic¢in, vypocet parametru
funkénich zavislosti, ...

Nejistoty primych méreni,
pristroju, odhad nejistot vlivem
experimentatora, vliv na
vysledné hodnoty, ...

Priklad: méreni teplotni
délkové roztaznosti

Zdkladni délka vzorku,
protaZeni, teploty

Primérovadni, vypocet
parametrd linedrni zavislosti
protazeni se zménou teploty,

vypocet koeficientu teplotni
délkové roztaznosti

Nejistoty pfimo mérenych
velic¢in (zdkladni délka,
protaZeni, teploty), vliv

experimentatora, vliv na
vysledny koeficient



g Odhad skutec¢nych hodnot

* Metoda nejmensich ¢tvercl

e Vazeny prumeér
e Aritmeticky primeér

* Metoda postupnych méreni




Metoda nejmensich ctvercu

* Minimalizace sumy ctvercl odchylek mezi mérenymi daty a vyslednym odhadem strednich hodnot
modelu

soucet ¢tvercu odchylek = 153.88 soucet étverc odchylek = 48.19




g Metoda nejmensich ctvercu

« Aproximace MNC linedrni zavislosti prochazejici pocatkem

y = f(x,a)=ax
y, = f(x,a)=ax, 1=1...,N

& =Y —ax

N N
X :Z pigiz :Z p; (Y; _axi)2
i—1 i—1

aZZ N N N
g B _ZZ P (y; —ax;) :_22 PiXiYi +2§Z Pi i2 =0
i=1 i=1 i=1

N N
3 X2 = XV
iZ:;,IO. i ;p' Y — D Py,

10

Pro podrobné odvozeni viz: http://webfyzika.fsv.cvut.cz/PDF/teoriechyb.pdf



http://webfyzika.fsv.cvut.cz/PDF/teoriechyb.pdf

Metoda nejmensich ctvercu

 Priklad: urCi soucCinitel délkove teplotni roztaznosti a Zelezné tyce o délce |, = 0,5 m. Pri experimentu
postupného zahrivani tyCe byly stanoveny nasledujici hodnoty zavislosti zmény délky Al na zméné

teploty AT :
Al, AT, MNC y = 8E-06x
1 7.32E-05 11.0 4,50E-04
2 1.91E-04 205 400802 1
3 2.27E-04 29.7
3,50E-04
4 2.99E-04 41.1
3,00E-04
5 4.22E-04 49.8
2,50E-04
S
Al = O(ATIO 2,00E-04
1,50E-04
1,00E-04
Aproximacni pfimka pochazi poc¢atkem w‘

0,00E+00

At




g Vazeny a aritmeticky prumer

e Vazeny prameér e _i 0. (L —%.)?
- i i S
i=1

% N N N
— :_22 pi(Li_Xs):_ZZ piLi+ZZ piX =0
. . . o . - OX, -y i1 i—1
X L N N
’ l st P = Z piLi N
i=1 i=1 \ Z pl LI
o _ -l
* Aritmeticky primér = i N

M-
I

X =




Metoda postupnych mereni

* Pro navazujici méreni — koncovy bod jednoho je navazujicim bodem druhého

* Pro sudy pocet méreni (pro lichy je nutné vynechat prvni nebo jiné)

X Xyi1 AL =Xg— X% Xis Xoy ooy Xy Xeugr -0 Xy K=N/2
X, Xii2 Ay =X — X,
: A = Xi =X
X1 Xna Ay =Xy =X A X —X
. AX. = —L K+i i
Xk N Ag =Xy =X I K

AX

k
EZAX_ Nejlepsi odhad pfirtstku
k=

i=1 i=k+1 i=1 i=N/2+1 i=




Metoda postupnych mereni

* Priklad: z postupné namérenych hodnot ¢asu urci dobu kyvu T kyvadla.

=10 N
Postupné meérené Casy A =t —t [s] At =A, Tk [s]

K+i i

i
1,000 5,999 4,999 0,9998 T=2n \/I
2,010 7,002 4,992 0,9984 ’ \\
3,005 8,005 5,000 1,0000 | \ |
3,998 9,001 5,003 1,0006 ’ ‘
5,001 10,000 4,999 0,9998

_ K
T= %ZAE =0,9997255

i=1




-

Odhad nejistot




Zakon prenaseni varianci

* Statisticky nastroj pro urceni vlivu nejistoty dilé¢ich parametr( na vyslednou hodnotu, ktera je na
téchto parametrech funkcné zavisla

* Podminky pro moznost pouziti zakona o prenaseni varianci:

* Dilci parametry jsou nezavislé
* Chyby dilc¢ich nahodnych veli¢in jsou malé vzhledem k vyslednym funkénim hodnotam a maji nulovou stfedni hodnotu.

* Vliv malé zmény dilci veli¢iny na vyslednou hodnotu je maly a lze vyjadfit pomoci totdlniho diferencidlu (tj. funkce
charakterizujici danou zdavislost musi byt diferencovatelna na okoli daného dil¢iho bodu).

y= (X, X0y Xy)

a(y)=\/(§—;j aZ(xl){%j 02(x2)+---+( jxfj (%)




Nejistoty mérenych parametru

* Nejistota typu A:

* Vychazi ze statistického zpracovani dat

* Odhad smérodatné odchylky o Standardni nejistota urCena metodou typu A (u,)
* Vypocet vybérové smérodatné odchylky s

* Nejistota typu B:

* Vychazi ze zkuSenosti operatora, kalibracniho protokolu, analyzy empirickych pozorovani

Standardni nejistota ur¢ena metodou typu B (u)

* Nejistota typu C:
* Vyuziva zakon prenaseni varianci
* Predpoklad: u, nema souvislost s u,

- Kombinovana nejistota ur¢ena metodou typu C (u,)




Nejistoty mérenych parametru

* RozSirena nejistota:
* Pro normalni rozdéleni plati 68% interval spolehlivosti

(X—uo)<x, <(X+u.)

* Rozsifeny interval spolehlivosti

(X —K,uc) <% < (X+k,ue)

U =k,ug

v




g Metoda typu A

e Odpovida odhadu smérodatné odchylky pravdépodobnostniho rozdéleni chyby daného méreného
parametru — vybérova smérodatna odchylka

* Predpoklad normalniho pravdépodobnostniho rozdéleni

e Odhad stfedni hodnoty parametru je dan aritmetickym primérem

* Velikost chyby se s po¢tem méreni zmensuje

9
)

() = Jﬁzu ~%)°

=
S

Velikost chyby

[ | 1 I 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Pocet provedenych méreni




Metoda typu B

e Odhad nejistot méricich pomucek, mérice, atd.
* Vyuziti dostupnych informaci — kalibracni protokoly, specifikace od vyrobce, zkusenosti, atd.

e Standardni nejistota vyjadrena odhadem smeérodatné odchylky rovnomérného
pravdépodobnostniho rozdéleni.

velikost intervalu, na kterém ocekavame stejnou
pravdépodobnost  vyskytu nahodné veliCiny
/ (rovhomérné pravdépodobnostni rozdéleni)

uB(x)—%




Metoda typu B

* Nejistota z rozliSeni pristroje
 74dné informace o pfistroji
* Predpoklad rovhomérného pravdépodobnostniho rozdéleni pro odecitanou nejmensi hodnotu

A=1mm
A A

* Nejistota u rucickového pristroje
* Presnost dana tridou presnosti

* Maximalni relativni velikost chyby pri vychylce v krajni poloze

A A

A = 2x(rozsah stupnice) x TP /100 u, (x) =
A’ = (rozsah stupnice) x TP /100 ° V12

&




Metoda typu B

* Nejistota u digitalniho pristroje

A =2 x (p% z méfené hodnoty + n digit()
A’ = (p% z mérené hodnoty + n digitu)

hodnoty p a n dany vyrobcem,
n digitQ = n nasobek rozliSovaci schopnosti

A A

uB(X):\/E:ﬁ

Nejistoty jednotlivych méficich pomucek pro laboratorni cviceni jsou uvedeny zde:

http://departments.fsv.cvut.cz/k102/sites/default/files/k102/vyuka/predmety/soubory/GD1 - Nejistoty mericich pomucek 0.pdf



http://departments.fsv.cvut.cz/k102/sites/default/files/k102/vyuka/predmety/soubory/GD1_-_Nejistoty_mericich_pomucek_0.pdf

Metoda typu B

. Pfiklady

1. posuvné méritko s noniem (vernierem)

Y 0 10 20 _A A
T N X =7,6 mm s (%) 12 J3
A=01mm Ug (X) = —003mm

2. analogovy (rucickovy) ampérmetr
A 2x(rozsah stupnice)x TP /100

rozsah stupnice =100uA ug(l) = \/_ N
P =25
2x1000A x2,5/100

3. digitalni voltmetr dano vyrobcem: p=0.5,n=1

A =2 X (p% z mér. hodnoty + n digitt)
A’ = (p% z mér. hodnoty + n digit()

0. () = 2X 0305 mVx05/100+0,001)
B - \/E

=4,3-10°mV =4,3 1V




g Metoda typu C — kombinovana nejistota

Mérime nahodnou veli¢inu (chyby méfeni jsou nahodné veliCiny)

Ziskané hodnoty statisticky zpracujeme - odhad nejistoty typu A

1

2

3. Zapoceti dalSich vlivi & odhad nejistoty typu B

4. Kombinace obou vlivii & kombinovand nejistota primych méreni, nejistota typu C

* Chyba €;i-tého primého méreni x; se sklada z vlivu A—¢, a vlivu B—¢,

uA(Xi)
& =&, +&g /

Xi =X, +& =X +&, +&g

()

E—I__—




E Zakon prenaseni varianci

* Kombinovana nejistota primého méreni

u (X) [ g} A( )"‘[ ij ué(xi):uf\(xi)'*‘ué(xi)

B

Ue (%) = JUZ(%) +U2(x,)

* Kombinovana nejistota aritmetického prameér

o1y son A&, NG 12 NC 2
X:ﬁzxi UC(X):;[a_:((ij UC(Xi):é(W UC(Xi):WZ c( )= - (X) UI\(IX)

i=1 i=1

U, (X) = uf/f\TX) _ \/UA(X)+uB(x)

L T



Priklad

Primym mérenim rozmérl a hmotnosti valecku urcete hustotu, ze které je dany vzorek vyroben, a
vypoctéte nejistotu vysledné hustoty.

o d |-
N
— m 4m
S p=—=—
h V  nd°h
<
m

Méreni d [mm] [h] mm m [g]
1 31.92 30.44 64.845
2 3191 30.45 64.848
3 31.92 30.43 64.846




g Priklad

Postup vypoctu:

N
1. Odhad skutecné hodnoty primo mérené velicCiny X = % DX

2. Odhad nejistoty urceny metodou typu A
(odhad smérodatné odchylky daného s (2) = jz’ivzl(xi — )2
(%) =

pravdépodobnostniho rozdéleni) N(N — 1)
3. Odhad nejistoty uréeny metodou typu B U () = 7=
4. Vypocet kombinované nejistoty pomoci zakona prenaseni ue (%) = \/uﬁ(@ 4 u(x)
varianci

U =k X
5. Vypocet rozsifené nejistoty (x) = kyuc (X)
(pokud hodnotu dale nepouzivame)

L T




Priklad

* Vypocet aritmetického priiméru vsech primo mérenych velicin d, h,

1
i o X==> X
* Funkce v Excelu: PRUMER / N =
Méreni d[mm] [h] mm m [g] - 5
1 31.92 3044  64.845 w (@) = [Pz
" N(N — 1)
2 3191 30.45 64.848
3 31.92 30.43 64.846 A
Ug (X) - T
Pridmér d[mm] [h] mm m [g] 12

31.917 30.440 64.846

uc(%) = \/uﬁ () + ug (%)
* Nejistota typu A — vybérova smérodatna odchylka

* Funkce v Excelu: SMODCH.VYBER (alt: SMODCH.VYBER.P)
U (x) =k, uc (X)

u,  d[mm] [hImm  m]g]
0.006 0.010 0.002




* Nejistota typu B
* A4=0,01 mm
* A,=0,01 mm
* A,=0g

Ug d[mm] [h] mm
0.003 0.003

* Nejistota typu C

Uc d[mm] [h] mm
0.004 0.006

g Priklad

m [g]
0.000

m [g]
0.001

o uc(x) = \/uﬁ(f) + ud(x)

U (x) = kU (X)




Priklad

* \Vlypocet vysledné hustoty

Primér d[mm] [h] mm m [g]
4
31.917 30440  64.846 = I 2662,66 kg/m?
ue  d[mm] [hlmm mIg] "

0.004 0.006 0.001

= (X, Xps o0y Xy)

o(y) = J(g—j - (xl){ = ] 02(xz)+---+(§] (%)

2 2 2 2 2
uc(p) = j <—:;> uZ(m) + < ) w2(d) + <gz> w2(h) = p ju‘;r(;n) + 4“Cd(2d) + uch(zh) — 0,82 kg/m?

op_ 4 p oOp_ 8m _ 2p 3Jp_  4m P
m

om  wd?h

oh  nd?h®  h

od  md®h  d




g Priklad

* \lypocet rozSirené nejistoty

Ussos () = 1,96 X uc(p) = 1,60 kg/m?®

kg
p = 2662,66+1,60 W

uc (%) = J u3 (%) + ué(%)

N

U (x) =k,uc (X)




Metoda typu A

* Metoda postupnych méreni

* U hodnoceni nejistoty vysledku metody postupnych méreni vyuzijeme vypocet nejistoty aritmetického
priméru a zdkon prenaseni varianci.

* Pfi MPM z hodno Ax; pocitame prameér

. — X — 1
== AX=— > AX
Axi =7 K 7 kz1 |

K je pocet dvojic méreni

u,(Ax) =14 U, (AX) = u(j%i)

Odhad nejistoty aritmetického primeéru




Metoda typu B

* Metoda postupnych meéreni
* Vliv nejistoty jednoho méreni na vysledek MPM

* Jedno méreni X. Ug (%)
* Rozdil A =X i — X us (A) =~/2u, (%)
* Déleni Axi = % = xk+lk Xi uB(AX|) — \/_u;( |)

* Prlmér — 1 Av l\/E
S—— . U, (AX) = —,|—U, (X
AX kZAX' B( ) k\ Kk B( |)

Vliv jednoho méreni na MPM




g Metoda typu C

* Metoda postupnych meéreni
* Kombinovana nejistota pro MPM

Statistické zhodnoceni + vliv jednoho
méreni na MPM

U (AX) = \JU2 (AX) +UZ (AX)




-

Prezentace vysledku




Prezentace vysledku

* Prehledné tabulky a grafy (Excel, MATLAB)

e Optimalni poCet platnych cifer

e Odevzdavani reSenych uloh ve formé protokolu

Hlavicka protokolu
Teoreticky uvod (fyzikalni princip méreni, postup, podminky, pomucky)

Vypracované méreni (prehledné zpracovani, tabulky mezivysledkt a
vysledkd, grafy, vypocet nejistot)

Zavér (shrnuti vysledku a jejich nejistot, porovnani s tabulkovymi
hodnotami, vysvétleni pfipadnych odchylek, ...)

Pouzita literatura
Signatura
Prilohy

FAKULTA STAVEBNI, KATEDRA FYZIKY
102FY1G Fyzika G

1. UrCeni vinove delka svétla pomoci difrakcni
mrizky

Petr Pokorny, Pavel Kulmon, Filip Smejkal
LS 2016/17, skupina 1. datum méfeni: 19. 2. 2017

Zadéani
Pomoei difrakéni miizky uréete vlnovou délku zdroje zafeni (laserové ukazovatke). Pro vypoéet pouzijte
metodu nejmensich étvercir. Odhadnéte nejistotu vysledné vinové délky pro 95%ni interval spolehlivosti.

Teoreticky Uvod

Difrakce na mfiice

difrakéni niizka stinitko
miizkové konstanta —a |
m=3, Y3
m=2,y,
m=1y

- - .
S
2
8
[N




Prezentace vysledku

* Musi byt ihned zrejmé, co se méri a v jakych jednotkach

Mérena veli¢ina

\ Jednotky
I A x; [mm] < (stojaté v hranatych
zavorkach)
1 7.60
2 7.50
3 7.60
4 7.60
5 7.70
o w L Zvyraznéni
Prumer (1) 7,60 < vysledku




Prezentace vysledku

* Oznaceni a popis grafu

a) b)
5 12
6
10 10
‘ 4
° = 8
€ = 1
12
E 0 %
;: O ; A 6
x il —
= <6 - >
C/ -2 4
4 5
-6
Popisy os i s jednotkami Nazev grafu (obrazku)

Obr. 1 Zobrazeni a) funkéni zavislosti f(x,y) a b) zavislosti g(x,y) na poloze




g Prezentace vysledku

* Operace s ciframi

e Odhad skut. hodnoty — stejny pocCet des. mist jako u odhadu nejistoty

Odhad skute¢né hodnoty

Odhad kombinované nejistoty Jednotky vysledné veliéiny
(rozSifené nejistoty)

Planckova konstanta: h=6,615277837-10*)-5, u(h)=2,88638492410*]-5

u(h)=2,9-10%J.s=0,029-10*J-s — h=6,615-10*1J-s

h=(6,615+0,029)-10 ] s




Prezentace vysledku

 Citace literatury

Odkazy v textu

. ;o Co. .. - bre 7 odchylky vylodr vch ploch 1
i=1.2. .. i\’,j ~1. 23/”} M. is the position of cof [s° Zebrazeny odchylky W)/o 10cenych ploch n
le following formula®'®:

I(r)y=a(r)+b(r) cos[ZchOr + gb(r)] ,

intensity, H(r) the amplitude variation, f; the linear

Seznam v zavéru prace

bldsteinovym algoritmem [5]) a PQF od referencq

nu z obr. 5 komer¢nim softwarem MetroPro [3].
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IV erasy) [*]
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